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Apparentemente semplice,
il concetto di «figure
eguali» non manca di
suscitare dibattiti e
problemi che portano a
discutere degli stéessi
fondamenti della
geometria.

«... condizione perché due oggetti sia-
no uguali & ... che essi siano diversi...».

0. Chisini [4]

Quando si affrontd o studio della geo-
metria, il coricétto di «figure uguali» &
uno di quelli ehe si presentano come
fondamentali. Esso anche ci appare, a
prima vista, come del tutto chiaro; di
conseguenza, 1’1 1mp1ego di questo con-
cetto nella geometrla ¢l si presenta co-
me il trasferimento, in guesta scienza,
di una abitudine di linguaggio che noi
pratichiamo quotidianamenté e che —
a prima vista — non ci presenta parti-
c¢olari difficolta, anzi ci appare déel tut-
to legittima.

Tuttavia, quando si cerca di precisare
questo concetto, e di codificare in mo-
do rigoroso I’ 1mp1ego del termine cor-
rispondente, si incoiitrano bett presto,
alcune difficolta, fe guali ci convinco-
no della opportunita, se non addiritti-
ra della necessita, di una riflessione e di
una analisi critica. Il che glustifica, a no-
stro parere, il fatto che filosofi, logici
e materatici abbiano discusso e medi-
tato su questo argomento.

Pensiamo che, nel presentare brevémen-
te e sommariamente guello che a noi ap-
pare lo stato della questione, sia utile ri-
chiamare 1’atteggiamento che si incon-
tra nel primo trattato séientifico che la
storia ricordi, e precisamente negli Ele-
menti di Euclide.

Come & noto, Euclide trattd in mo-
do esplicito della relazione di ugua-
glianza nelle Nozioni comuni del Libro
I, che sono presentate nella forma se-
guente:

1 - «(Due) cose che sono uguali ad una
terza sono uguali tra loro».
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2 - «Se cose uguali sono aggiunte a co-
se uguali, i risultati sono uguali».

3 - «Se cose uguali sono sottratie da cose
uguali, | risultati (rimanenti) sono
ugualiz.

4 - «Cose che coincidono sono uguali fra
loro»,

5 - «Il tutto & maggiore della parte».

~ Tuttavia Euclide aveva gid parlato di

uguaglianza prima di guesti enunciati,
per esempio nel Postulato 4 che suona:
«(si postula che) tutti gli angoli retti so-
no uguali tra loro».

E noto che sono stati elevati dubbi sul-
la autenticita della attribuzione ad Eu-
clide delle nozioni comuni [15].

Noi non vogliamo entrare qui nella di-
scussione specialistica che divide 1 dotti
e gli storici, perché il nostro scopo, pre-
valentemente didattico, esclude la op-
portunitd di questi approfondimenti.
Ma resta tuttavia il fatto che il concet-
to di uguaglianza fonda tutta la geome-
tria, nella concezione classica.

A proposito della nozione comune 4, ri-
portiamo qui il commento che ne da T.
L. Heath: «/t seerris clear that the Com-
mon Notion as here formulated, is in-
tendend to assert that Superposition Is
a legitimate way of proving the equali-
ty of two figures which have the neces-
sary parts respectively equal, or, in
other words; to serve as an axiom of
congruence» (pag. 225 [5, vol. 1]}

E prosegue ad esporre il proprio pare-
re, osservando che questo procedimen-
to ¢ fondamentale nella dimostrazione
delle proposizioni 4 ed 8 del Libro I de-
gli Elementi. In queste due proposizio-
ni Euclide dimostra che due triangoli so-
no uguali quando sono soddisfatte le
ipotesi che oggi comunemente vengono
richiamate sotto i nomi di «primo» e
«terzoy criterio di uguaglianza dei trian-
goli. Precisamente la proposizione 4 ri-
gudrda due triangoli che hanno uguali
due coppie di lati e ’angolo compreso
tra essi, la 8 riguarda due trlangoh che
hanno uguah r1spett1vamente i tre lati.
In entrambi i casi I’argomentazione fa
implicitamente appello alla operazione
di portare una delle figure a sovrapporsi
ail’altra.

Pertanto pensiamo che si possa dire
tranquillamente che, per Buclide, la re-
lazione di «uguaglianza» & pit estesa
della relazione di coincidenza, come si

- pud dedurre dalla nozione comune 4, in

cul §i fa esplicita distinzione tra 'una e
’altra, € come si pud dedurre dalla pro-
posizione 35 del Libro I, in cui si dimo-
stra che due parallelogrammi che han-

no la medesima base e sono compresi
tra due stesse rette parallele sono «ugua-
lin. E qui, ovviamente, I'uguaglianza
non indica Ia possibilita di sovrappo-
sizione, ma quella che noi chiamiamo
uguaglianza di area, o anche — con al-
tri termini — equivalenza; siamo guin-
di di fronte ad una relazione per la qua-
le, intuitivamente, sono valide le nozioni
comuni, ma la cui sussistenza non si ve-
rifica con la sola operazione di sovrap-
posizione.

Abbiamo detto poco sopra che in Eu-
clide & chiaramente fatta la distinzio-
ne tra la relazione geometrica di ugua-
glianza tra due figure e la coincidenza;
pertanto vorremmo osservare che alla
ugnaglianza geometrica sono difficil-
mente applicabili le considerazioni sul-
la identita, che é stata precisata da filo-
sofi e logici.

Ricordiamo per esempio cid che scrive
S. Tommaso d’Aquino, ripetendo gua-
si alla lettera le parole di Aristotele 1,
il: «Quaecumaque sunt idem, ita se ha-
bent, quod quidquid praedicatur de
uno, praedicatur et de alio».

Frase che é stata tradotta da 1. M. Bo-
chenski nella forma: «Due cose sono
identiche, quando tuiti i predicati che
convengono all’una convengono anche
all’altra e viceversa» [3].

E G. W. Leibmitz scrive: «Eadem sunt
quoerum ynum in alterius locum substi-
tui potest, salva veritate».

E G. Peano scrive: «... due oggetti so-
no identici se ogni proprieta di uno é an-
che proprietd dell’altro» [12, i] (abbia-
mo qui tradotto in italiano 1’enunciato
che Peano presenta nella lingua artifi-
ciale, che egli desiderava farentrare nel-
I'uso della comunita scientifica e che
aveva chiamato «Jlnrerlingua» o anche
«Latino sine flexione»).

Questi enunciati possono essere tradot-
ti con i simboli della logica matematica
odierna. Per ésempio, E. Mendelson in-
troduce la scrittura:

(1) t=s

come abbreviazione del simbolo:

(2) A} (1, 5)

essendo A7 una lettera predicativa.

E la relazione (1) viene chiamata iden-
tita quando soddisfa ai seguenti teo-

remi:

(3) (x) (x=x) (riflessivita dell'identita)
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Euclide (sec. 111 a.C.).

4 x=y 3 (A (xx) D A (xy)
(sostitutivita dell’identita)

dove x, y sono variabili qualsiasi, +# (x,x)
¢ una formula ben formata qualsiasi [9].
Pare tuttavia che questi enunciati deb-
bano essere intesi con qualche precisa-
zione; scrive per esemnpio G. Peano: «La
scrittura a=b, ove a e b siano individui,
indica la loro identitd, ovvero che a e
b sono due nomi dati ad uno stesso in-
dividio. Se a e b sono classi, gquella
scrittura indica che le due classi coinci-
dono, ossia che ogniaébe vzceversa»

[12, ii].

Ed in un altro luogo osserva: «Non ci
possono essere due enti avenii futte le
stesse proprietd. Cosi nell’eguaglianza
2=2, il primo 2 sta a sinistra e il secon-
do a destra del segno =, percio hanno
proprieta differenti. Quindi, nella defi-
nizione di uguaglianza, alla parola pro-
prietd bisogna attribuire un senso stret-
to; ovvero, attribuendo a questa paro-
la il senso largo che ha, conviene distin-
guere fra proprietd reali e proprieta for-
mali» [12, iii].

E poco sotto precisa con un esempio che
cosa intende indicare parlando 'di pro-
prieta reali e proprieta formali, cioé pro-
prieta soltanto della «.. forma speciale
con cui ...» Pente viene presentato:

A mostro parere un atteggiamento ab-
bastanza analogo & tenuto da G. Vero-
nese, Questo autore, dopo avere enun-
clato il «principio di identita» nella for-
ma: «ll concetto A & il concefto A» ag-
giunge: «Se A e B rappresentano un solo
concetto c, il concetto ¢ rappresentato
da A é il concetto ¢ rappresentato da B»
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ed aggiunge a pié di pagina: «Si badi che
non ¢ il segho A uguale al segno B, ma
il concetio rappresentato da A che é il
concelto rappresentato da By.

E varie righe dopo egli si esprime di-
cendo: «La proposizione! la cosa A é
uguale alla cosa B significa: il concetfo
della cosa A e il concetto della cosq B»
[i71. =~

Vorremmo osservare che gli enunciati
precedenti, che si riferiscono alla rela-
zione di identita, mal si prestano ad es-
sere- applicati alla relazione di ugua-
glianza tra figure geometriche. Per
esempio, se facciamo riferimento alla
frase di Leibnitz citata sopra, a prima
vista pud apparire chiaro che cosa si in-
tende ‘dire, affermando che una cosa
pud essere sostituita ad un’altra senza
che la veritd ne soffra. Ma una ulterio-
re riflessione potrebbe ingenerare qual-
che perplessita, a proposito della ope-
razione di sostituzione.

Infatti, in linea di principio, essa potreb-
be venir eseguita in molti modi: tra ’al-
tro si potrebbe pensare ad una sostitu-
zione che avviene con il trasporto rigi-
do di una figura da una posizione ad
un’altra, secondo la interpretazione che
alcuni autori danno del pensiero di Eu-
clide. Ma si pud anche pensare che que-
sto modo di interpretare la sostituzione
non sia I'unico possibile.

D’altra parte non ¢l pare sostenibile la
opinione di B. Russel (Cfr. [5], Vol. 1)
seconde il quale la verifica della ugua-
glianza di due figure non richiede di far
riferimento ad un possibile spostamen-
to materiale di queste ma semplicemente
allo spostamento dell’attenzione dall’u-
na-all’altra. Infatti questo spostamen-
to di.attenzione dovrebbe avere, i no-
stro parere, il suo fondamento in una
esperienza sensibile, anche se non in una
operazione materiale; e questa esperien-
za sarebbe quindi sottoposta alle falla-
cie dei nostri sensi, fallacie che posso-
no inquinare la trattazione dei rapporti
puramente logici.

Per parte nostra, riteniamo di poter es-
sere d’accordo con la opinione di Scho-
penhauer, il quale osserva.che questo
appello afla sovrapposiziong, con il qua-
le Euclide giustifica le proposizioni 4 e
8 del Libro I, porta il raglonamento ad
uscire dal dominio dello spazio puro,

che & Poggetto della geometria, per en-
trare nel dominjo del materiale ed em-
pirico.

Abbiamo detto che condividiamo que-
sta opinione, anche se non siamo d’ac-
cordo nel pensare che il dominio della
geometria sia lo «spazio puro». Ritor-
neremo in seguito su guesto argomen-
to, e ci limitiamo qui a ricordare la os-
servazione di Heath, secondo il quale
pare che Euclide non abbia molta sim-
patia per questo metodo di dlmostra;mo-
ne-che fa ricorso alla sovrapposizione;

ma lo stesso Heath aggiunge che tale
metodo si presenta come fondamentale
per la geometria euchdea Per parte no-

stra vorremmo aggiungere che non con-
sidériamo questo un metodo di dimo-
strazione, ma di constatazione del sus-
sistere di una certa relazione che viene
accettata come nota dalla intuizione o
dalla esperienza concreta, elaborata dal-
la fantasia e concettualizzata.

Cercando di riassumere, almeno prov-
visoriamente, cio che & stato esposto fin
qui, vorremmeo dire che, dal punto di vi-
sta della logica, <i si pud domandare se
questa relazione di uguaglianza fra fi-
gure, che appare a prima vista immedia-
ta'e chiara, non possa ¢ssere definita in
modo r1goroso facendo ricorso a delle
idee pin semphm Ovviamente la scelta
di queste rion ¢ imposta in modo impe-
rativo dalla logica; ma possiamo ag-
giungere che, alla Iuce della critica mo-
derna, la scelta delle idee primitive reca
con s¢ la necessita di definire queste idee
comn sistemi di asgiomi, e non congente
piu di accettare la loro acquisizione in
forza di una non determmata «intuizio-
ney» geometrlca

Se poi voghamo [asciare il campo della
logica pura ¢ delle sue esigenze, pensia-
mo che si possa domandarsi se abbia
senso condurre avanti una analisi psi-
cologica, una ricerca, almeno approssi-
mata e rudimentale, dei fondamenti spe-
rimentali, delle immagini formate in se-
guito alle sensazioni imimediate, che
POSSONo condurre a'concepire questa re-
lazione.

Si potrebbe pensare ad una relazione
che-ha il suo fondamento psicologico
soltanto nell’crgano della vista; ma, nel-
la concezione abituale del termine di
uguaglianza, si suole pensare che que-
sto abbia senso anche per figure che sia-
no «apparentemente» diverse, perché,
per esempio, 1'una ¢ piti vicina a noi del-
P’altra. Si tratta quindi di una relazione
che coinvolge delle operazioni ¢ delle
sensazioni che sono piu composite e
complicate di quelle affidate alla sola
vista. ‘

Potremmo allora pensare di fare riferi-
mento alle operazioni di manipolazio-
ne e trasporto dei corpi rigidi che con-
ducono alla verifica di sovrapponibili-
ta di due figure; opérazione questa che
potrebbe essere corcepita in due modi,
apparentemente poco dissimili, ma lo-
gicamente molto diversi. Un modo di
concepire questa operazione di sovrap-
posizione potrebbe portare a pensare
che essa ¢ destinata soltanto a verifica-
re il sussistere 0 meno della relazione di
uguaglianza che invece & concepita per
conto suo, in modo indipendente dalla
operazione. Un secondo modo porte-
rebbe invece a pensare che la operazio-
ne di'trasporto venga a costituire la re-
lazigne; in questo secondo atteggiamen-
to quindi la relazione di uguaglianza sa-
rebbe fondata sulla posmblhta 0 meno
di seguire una certa operazione.
Questa breve analisi potrebbe essere
considerata abbastanza semplice ed ad-
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dirittura banale, ma essa fonda, a no-
stro parere, gli atteggiamenti che si
sono presentati durante la storia nei
riguardi di un concetto cosi fonda-
mentale per tutta la geometria, e pen-
siamo, anche per tutta la matema-
tica.

Non ci & possibile dare qui un reso-
conto completo delle discussioni che
sono state fatte attorno a questo argo-
mento; per informazioni pit complete
di quelle che abbiamo dato qui riman-
diamo il lettore per esempio all’artico-
lo di P. Benedetti [2], il quale ha dedi-
cato a questa questione un capitolo del-
Particolo Fondamenti di geometria da
lui scritto in Enciclopedia delle Materna-
tiche elementari (Vol. 11, parte I, Mila-
no, 1937), oppure all’opera di T. L.
Heath, gia citata, in particolare al com-

mento che autore dedica alla nozione
comune n. 4 [5].
Carlo Felice Manara
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